UBER DIE SUMMEN REZIPROKER REITHEN™

Leonhard Euler

§1 Schon dermafien sind die reziproken Reihen der Potenzen der natiirli-
chen Zahlen behandelt und untersucht worden, dass es kaum wahrscheinlich
schien, dass tiiber sie irgendetwas Neudes gefunden werden kann. Fast alle
die, welche auch immer ndmlich {iber die Summen von Reihen nachgesonnen
haben, haben auch nach den Summen der Reihen von dieser Art gesucht
und konnten sie dennoch nicht mit irgendeiner Methode auf geeignete Wei-
se ausdriicken. Ich habe also auch schon 6fter, nachdem ich verschiedene
Summationsmethoden angegeben hatte, diese Reihen sorgsam untersucht
und habe dennoch nicht irgendwas anderes erhalten, aufSer dass ich deren
wahre Summe entweder ndherungsweise bestimmt habe oder auf Quadratu-
ren hochst transzendenter Kurven zurtickgefiihrt habe; davon habe ich jenes
in der unmittelbare gelesenen Dissertation, dieses hingegen vohergehenden
geleistet. Ich rede hier aber iiber die Reihen von Briichen, deren Zahler 1 sind,
die Nenner hingegen etweder Quadrate oder Kuben oder andere Potenzen
der nattirlichen Zahlen; von dieser sind

1+ 1+ 5+ 15+ %+etc
ebendso

1+ 3+ 5+ F+etc
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und die gleichen der hoheren Potenzen, deren allgemeine Terme in dieser
Form XL" enthalten sind.

§2 Ich wurde aber neulich ganz und gar unverhofft zu einen eleganten
Ausdruck fiir die Summe dieser Reihe

1+1+35+ e+ et

gefiihrt worden, der von der Quadratur des Kreises abhédngt, so dass, wenn
man die wahre Summe dieser Reihe hitte, daher zugleich die Quadratur des
Kreises folgen wiirde. Ich habe namlich das Sechsfache der Summe dieser Rei-
he dem Quadrat der Peripherie des Kreises, dessen Durchmesser 1 ist, gleich
zu sein gefunden oder, nachdem die Summe dieser Reihe = s gesetzt worden
ist, wird v/6s zu 1 das Verhiltnis der Peripherie zum Durchmesser haben. Ich
habe aber neulich gezeigt, dass die Summe dieser Reihe ndherungsweise ist

1, 6449340668482264364

wenn aus dem Sechsfachen dieser Zahl die Quadratwurzel gezogen wird,
geht in der Tat diese Zahl hervor

3,141592653589793238

die die Peripherie des Kreises ausdriickt, dessen Durchmesser 1 ist. Diesen
Spuren, mit denen ich diese Summe erhalten habe, weiter folgend habe ich
entdeckt, dass auch die Summe dieser Reihe

1 1 1 1
1+E+g+ﬁ+@+etc.

auch von der Quadratur des Kreises abhidngt. Denn ihre Summe gibt mit 9o
multipliziert das Biquadrat der Peripherie des Kreises, dessen Durchmesser 1
ist. Und auf die gleiche Wiese konnte ich auch die Summen der folgenden Rei-
hen, in denen die Exponenten der Potenzen gerade Zahlen sind, bestimmen.

§3 Damit ich also am bequemsten zeige, wie ich diese Dinge erhalten habe,
werde ich die ganze Sache, in der Reihenfolge, die ich selbst benutzt habe,
dargelegen. Im um das Zentrum C mit dem Radius AC oder BC = 1 be-
schriebenen Kreis (Abbildung 1) AMBNA habe ich irgendeinen Bogen AM
betrachtet, dessen Sinus MP ist, der Kosinus hingegen CP. Nachdem nun der



Bogen AM = s, der Sinus Pm = y und der Kosinus CP = x gesetzt worden
ist, konnen wir durch die schon hinreichend bekannte Methode so der Sinus
y wie der Kosinus x aus dem gegebenen Bogen s durch Reihen bestimmt
werden; es ist ndmlich, wie iiberall sehen ldsst,

—s— S S+ etc
y= 123 T 12345 ~ 1234567

und

. 52 54 56
X=8—131 1232 — 1234561 €tC

Aus der Betrachtung dieser Gleichungen natiirlich bin ich zu den Summen der
oben erwdhnten reziproken Reihen gelangt; jede der beiden dieser Gleichun-
gen wird freilich fast auf dasselbe Ziel gerichtet, und dieser Sache wegen wird
es gentigen, nur die eine auf die Weise, welche ich darlegen werde, behandelt
zu haben.

§4 Die erste Gleichung also

LR T A
y= 123 T 12345 1234567

driickt die Relation zwischen Bogen und Sinus aus. Daher wird aus ihr so aus
dem gegebenen Bogen sein Sinus wie aus dem gegebenen Sinus sein Bogen
bestimmt werden konnen. Ich betrachte aber den Sinus y als gegeben und
untersuchen, wie der Bogen s aus y gefunden werden muss. Hier ist aber vor
Allem zu bemerken, dass demselben Sinus y unzdhlige Bogen entsprechen,
welche unzihlige Bogen daher die vorgelegte Gleichung liefern miissen wird.
Wenn freilich in dieser Gleichung s als Unbekannte betrachtet wird, hat sie
unendlich viele Dimensionen und daher ist es nicht verwunderlich, wenn
diese Gleichung unendlich viele einfache Faktoren enthilt, von denen jeder
gleich Null gesetzt einen geeigneten Wert fiir s geben muss.

§5 Wie aber, wenn alle Faktoren dieser Gleichung bekannt wéren, wiirden
auch alle Wurzeln jener oder die Werte von s bekannt werden, so wird man
umgekehrt, wenn alle Werte von s angegeben werden konnen, dann auch alle
Faktoren selbst haben. Damit ich aber umso besser so tiber die Wurzeln wie
die Faktoren urteilen kann, verwandle ich die vorgelegte Gleichung in diese
Form:



&

\_v_//n

Abbildung 1:



. S 53 SS
0=1-y+ 123 — 12345+ €tc

Wenn nun alle Wurzeln dieser Gleichung oder alle Bogen, die denselben Sinus
y haben, A,B,C,D,E etc waren, dann werden auch alle diese Grofien Faktoren
sein

1-4,1—-3, 1-§ 1-Jetc
Deswegen wird sein

3 5
1— 3+ 133 — 12825y tete = (1-3)(1-

: J(1-2)(1- ) ete

se1iY

§6 Aus der Natur und der Auflésung von Gleichungen ist aber bekannt, dass
der Koeffizient des Termes, in dem s enthalten ist, oder % gleich der Summe
aller Koeffizienten von s in den Faktoren ist oder

11,1 ,1,1

?—Z+§+@+5+etc
Darauf ist der Koeffizient von s?, der wegen in der Gleichung fehlenden Terms
= 0 ist, gleich dem Aggregat der Produkte aus je zwei Termen der Reihe

S ¥ %, 5 etc. Weiter wird —ﬁ gleich dem Aggregat der Produkte aus

je drei Termen der Reihe %, %, &, 4 sein. Und auf die gleiche Weise wird

0 = dem Aggregat der Produkte aus je vier Termen derselben Reihe sein und
+m = Aggregat der Produkte aus je fiinf Termen dieser Reihe, und so
weiter.

§7 Nachdem aber der kleinste Bogen AM = A, dessen Sinus PM = y ist,
und die halbe Peripherie des Kreises = p gesetzt worden sind, werden

A, p-A, 2p+A, 3p-A, 4p+A, 5p-A, 6p+A etc
genauso
-pP-A, -2p+A, -3p-A, -4p+A, -5p-A etc

alle Bogen sein, die denselben Sinus y haben. Welche Reihe wir also zuvor
angenommen haben



wird in diese verwandelt

1 1 1 1 1 1 1 1 1 etc
A’ p—A’ —p—A’ 2p+A’ =2p+A’ 3p—A’ =3p—A’ 4p+A’ —4p+A’ :

Die Summe all dieser Terme ist also = %, die Summe der Produkte aus je zwei

Termen dieser Reihe ist aber gleich o, die Summe der Produkte aus je dreien

= ﬁ, die Summe der Produkte aus je vieren = 0, die Summe der Produkte

aus je flinfen= m, die Summe der Faktoren aus je sechsen = 0. Und so
weiter.

§8 Wenn man aber irgendeine Reihe hat
a+b+ct+dtet ft et

deren Summe a sei, die Summe der Produkte aus je zwei Termen = B, die
Summe der Produkte aus je dreien -y, die Summe der Produkte aus je vieren
= ¢ etc, wird die Summe der Quadrate der einzelnen Terme sein

A2+ +2+d*+etc =a®—28
die Summe der Kuben hingegen
>+ b+ 3 +d®+etc =ad—3aB+ 3y
die Summe der Biquadrate
= ot —4a?B +day + 282 — 45

Damit aber besser klar wird, wie diese Formeln fortschreiten, wollen wir
festlegen, dass die Summe der Terme a,b,c,d etc selbst = P ist, die Summe der
Quadrate = Q, die Summe der Kuben = R, die Summe der Biquadrate = S,
die Summe der fiinften Potenzen = T, die Summe der sechsten = V etc. Nach
Festlegen dieser wird sein:

P=u,Q=Px—2B R=Qx—PB+37,S=Ra— QB+ Py—45,
T = Sax — Rp+ Qv — Pé + 5¢ etc



§9 Weil also in unserem Fall der Reihe

1 1 1 1 1 1 1 ete
A’ p—A’ —p—A’ 2p+A’ =2p+A’ 3p—A’ —3p—-A’

die Summe aller Terme oder & = % ist, die Summe der Produkte aus je zweien
oder B = 0 und weiter

_ -1 s_ _ 1 —
')/— m,(s—o,e—m,g—oetc.
wird die Summe jener Terme selbst sein
p=1
die Summe der Quadrate jener Terme
Q=2L= %

die Summe der Kuben jener Terme

_Q 1
R=% 13
die Summe der Biquadrate
_ R P
5= vy 123y
und weiter
_ S Q 1
T =715t o5y
_T R P
vV = y 123y + 12345y
_Vv_ _S Q _ 1
W =9 — 123y T 12355 — 123456

Aus diesem Bildungsgesetz werden leicht die Summen der hoheren Potenzen
bestimmt.



§10 Wir wollen nun den Sinus PM = y gleich dem Radius setzen, dass
y = 1ist, es wird der kleinste Bogen A, dessen Sinus A ist, der vierte Teil
der Peripherie sein, = 3p, oder wihrend q den vierten Teil der Peripherie
bezeichnet, wird A = g und p = 24 sein. Die obere Reihe wird also in diese
tibergehen:

1 1 1
771, 77 911’ 9‘1’ etc

4

&
a1
&
L=

4

7 3g7

S|
T,
W

L=

wihrend je zwei Terme gleich sind. Die Summe dieser Terme, die ist
21-3+5—7+5— 1t et

ist also gleich P = 1. Daher entspringt also

LS

1-34+1-3+i—F+etc =1=

Das Vierfache dieser Reihe wird also der halben Peripherie des Kreises gleich,
dessen Radius 1 ist, oder der Peripherie des ganzen Kreises, dessen Durchmes-
ser 1 ist. Und dies ist die schon vor langer Zeit von Leibniz hervorgebrachte
Reihe selbst, mit welcher er die Quadratur des Kreises bestimmt hat. Daher
tritt eine grof3e Stiitze dieser Methode, wenn sie jemandem unter Umstdanden
nicht hinreichend sicher scheint, hervor; sodass sich tiber die iibrigen Dinge,
die aus dieser Methode abgeleitet wurden, tiberhaupt nicht zweifeln ldsst.

§11 Wir wollen nun die Quadrate der gefundenen Terme fiir den Fall, in
dem y = 1 ist, nehmen und es wird diese Reihe hervorgehen:

trt+atoptortme T mpt etc
deren Summe ist

21 +5+ 5+ teto)

welche also gleich Q = P = 1 sein muss. Daher folgt also, dass die Summe
dieser Reihe

1+ 5+ 5 + 5+ etc

2 2
= L = & ist, wihrend p die ganze Peripherie des Kreises bezeichnet, dessen

Durchmesser = 1 ist. Die Summe dieser Reihe



145+ 5+ etc
héangt aber von dieser Summe der Reihe ab
1+ 7+5+ 16+ 5+ etc

weil diese um ihren vierten Teil vermindert jene gibt. Es ist also die Summe
dieser Reihe gleich der Summe jener mit ihrem dritten Teil. Deswegen wird
sein

2
1+3+5+1c+x+3+etc =%

und daher ist die Summe dieser Reihe mit 6 multipliziert gleich dem Quadrat
der Peripherie des Kreises, dessen Durchmesser 1 ist, diese ist der Proposition
selbst, von welcher ich anfangs eine Erwdhnung gemacht habe.

§12 Weil also im Fall, in dem y = 1 ist, P = 1 und Q = 1 ist, werden die
Summen der iibrigen Buchstaben sein wie folgt

— _ 1 _ 5 _ 2 _ 61 _ 17
R = ,S—g,T—ﬂ,V W—m,x— etc

- 15/ 3157

N[—=

Weil aber die Summe der Kuben R = % gleich ist, wird sein
%(1—;7+517—%+9%—etc):%

Daher wird sein

W

3
1 1 1 1 —
l-s+m—mtg—ec =Th

Die Summe dieser Reihe gibt daher mit 32 multipliziert den Kubus der
Peripherie des Kreises, dessen Durchmesser 1 ist. Auf die gleiche Weise muss
die Summe der Biquadrate, die ist

a1+ 3+ 5 + 51 + g1 Feto)
gleich % sein und daher wird sein
4
I+gm+atatgtec =%=§

Es ist aber diese Reihe mit % multipliziert gleich dieser



1+ 3+ +3+5+x+ete
daher ist diese Reihe gleich %, oder die Summe der Reihe
1+ % + % + 4+ etc

gibt mit go multipliziert das Biquadrat der Peripherie des Kreises, dessen
Durchmesser 1 ist.

§13 Auf die gleiche Weise werden die Summen der hoheren Potenzen gefun-
den werden; es wird aber hervorgehen wie folgt

141 141 _5° _ 5p°
-5+t —5mte—elc =35 = 155

und

1,1, 1,1 _ g _ 7
1+3—6+573+%+9—6+etc =15 = 9§

Nachdem aber die Summen dieser Reihe gefunden worden ist, wird zugleich
die Summe dieser Reihe erfahren werden, die sein wird

_
945

Weiter wird fiir die siebten Potenzen sein

1 1 1 1 _ 6lg7 _ 61p7
-3+t -7ty —etc =1 = w520

und fiir die achten

1 1 1 1 _ 1748 178
It mt+stmtote =G = e

woher abgeleitet wird

8

1+ g +x+g+x+5+etc =gm

Es ist aber tiber diese Reihen zu bemerken, dass bei den Potenzen ungerader
Exponenten die Vorzeichen der Terme alternieren, fiir die geraden hingegen
gleich sind; und der Grund liegt darin, dass die Summe von dieser allgemeinen
Reihe

10



1+ 5+ 37 + g+ etc

nur in den Fallen dargeboten werden kann, in denen n eine ungerade Zahl
ist. Auflerdem ist auch anzumerken, wenn der allgemeine Term der Reihe 1,
1, %, %, 25—4, %, 76710, 315, etc, welche Werte wir fiir die Buchstaben P, Q, R, S etc
gefunden haben, angegeben werden konnte, dass daher die Quadratur des

Kreises dargeboten werden wiirde.

§14 Bei diesen haben wir den Sinus PM gleich dem Radius festgelegt, wir
wollen also sehen, welche Reihen hervorgehen, wenn y andere Werte zugeteilt
werden. Es sei also y = %, welchem Sinus der kleinste Bogen 1p entspricht.
Nachdem also A = }p gesetzt worden ist, wird die Reihe der einfachen Terme
oder der ersten Potenz diese sein

4 4 4 4
E‘f’ ***** ‘f’m—etC

welche Reihe sich nur in Bezug auf die Vorzeichen von der Leibniz’schen
unterscheidet und von Newton schon ldngst zum Vorschein gebracht worden
ist. Die Summe der Quadrate jener Terme hingegen, natiirlich

2145+ 35+ 45+ eto)

ist gleich Q=2. Es wird also sein

2

1+5)+ 5+ tetc =%
wie schon zuvor gefunden worden ist.
§15 Wenny = \f w1rd wird der kleinste diesem Sinus entsprechende Bogen

60° und daher A 1p sein. In diesem Fall wird also die folgende Reihe der
Terme hervorgehen

die Summe welcher Terme gleich % = % ist. Man wird also haben



2y _ 1 1 _1,1,1 1 1
m—1+§—1—5+7+g—ﬁ—ﬁ+etC

Die Summe der Quadrate jener Terme ist hingegen = % = % ; daher folgt,

4 2 1 1 1

in welcher Reihe die die Zahl 3 als Faktor involvierenden Terme fehlen. Es
héngt aber diese Reihe auch von dieser ab

1+1+35+ e+ etc

deren Summe = %2 gefunden worden war, denn wenn diese Reihe um ihren
neunten Teil vermindert wird, geht die obere Reihe hervor, deren Summe
daher = %2(1 - %) = 42"47’7 sein muss. Auf die gleiche Weise, wenn andere Sinus
angenommen werden, werden andere Reihen hervorgehen, so der einfachen
wie der der Quadrate oder hoheren Potenzen der Terme, deren Summe die

Quadratur des Kreises involvieren.

§16 Aber wenn y = 0 gesetzt wird, werden wegen des in den Nenner
gesetzten y oder wegen der durch y geteilten Anfangsgleichung Reihen dieser
Art nicht weiter angegeben werden kénnen, weil diese die Reihen selbst sind

14 55 + 57 + g+ etc.

wenn n eine gerade Zahl ist, wende ich, eine die Summen von diesen Reihen
fern davon in diesem Fall zu finden sind, in dem y=o ist, ableiten. Nachdem
aber y = 0 gesetzt wurde, geht die fundamentale Gleichung in diese tiber:

0— 3 5 s/ t
=$— 133 1t 12345 — T234567 1 €f€

die Wurzeln welcher Gleichung alle Bogen geben, deren Sinus = 0 ist. Es
ist aber eine und die kleinste Wurzel s = 0, woher die Gleichung durch s
dividiert alle iibrigen Bogen darbieten wird, deren Sinus = 0 ist, welche Bogen
daher die Wurzeln dieser Gleichung sein werden

_ $2 st 50
0=1- 1535+ 13525 — 12315671 €tc

Aber die Bogen selbst, deren Sinus= 0 ist, sind

12



P, -P, 2p, -2p, 3p, -3p, etc

von je zweien von welchen die eine das Negative des anderen ist, was auch die
Gleichung selbst wegen der nur geraden Dimensionen von s aufzeigt. Daher
werden die Divisionen jener Gleichung sein,

_ s s — 5 S
1=, 145,1- 5,145, ete

und durch Verbinden je zweier dieser Divisionen wird sein

1 4 56
+ 12 3 15 — To34s567 T etc

73 ;
= (1 %) (1~ 22)(1 - o) (1 2 ete

§17 Es ist nun offenbar, dass aus der Natur der Gleichungen der Koeffizient
von ss oder 3 dieser Reihe gleich sein wird

1 1 1 1
?4—@4—@4—@—#6&

Die Summe der Produkte aus je zwei Termen dieser Reihe wird hingegen
_ 1 . . . . _ 1

= 13375 sein und die Summe der Produkte aus je dreien = 555557 etc
Dieser Sache wegen wird gemaf §8 sein

1

1 a1 _ 1
&= 133 P = 13315, ¥ = 1234567 etc

und nachdem die Summe der Terme durch P gesetzt worden ist
1 1 1 1 _
?‘FQ‘FW‘FW—FEtC—P

und die Summe der Quadrate derselben Terme = Q, die Summe der Kuben
= R, die Summe der Biquadrate = S etc, wird durch §8 sein

1 _1
1x2x3 — 6

P
Q =Pa-26=

R =Qa—PB+3y =g
S

T

\

= X =

= Ra— CB+ Py — 46 = 5i;
=Sa — R+ Qv — P6 + 5¢ = g3t==

= Ta — S+ Ry — 06 + Pe = gmmss

etc

13



§18 Aus diesen werden also die folgenden Summen abgeleitet

2
I+ +H+p+otete =k =
4
I+x+a+tptatee =k =Q
y R N IS RIS I — —R
T o5t Tt 5 Tebc = 95 =
8
1+ k+%+%+5+etc =g =g
R EUTES ETES SIS ERVEp S i —T
T a0 T30 T g0t a0 TeiC = o355 =
691p!2
I+gn+sn+am+amterc =gy =V

etc

welche Reihen aus dem gegebenen Bildungsgesetzt dennoch mit viel Arbeit
zu hoheren Potenzen fortgesetzt werden konnen. Indem aber die einzelnen
Reihen durch die vorhergehenden geteilt werden, werden die folgenden
Gleichungen entspringen:

2 _ ep/_ 15Q° _ 21R' _ 108" _ 99T’ _ 6825V’
pT=6P" =" =55 = R = 105 = e et
welchen einzelnen Ausdriicken die Quadratur der Peripherie des Kreises des
Durchmesser 1 ist, gleich wird.

§19 Wihrend aber die Summen dieser Reihen, auch wenn sie in der Tat
ndherungsweise leicht dargeboten werden konnen, dennoch nicht viel an
Hilfe verschaffen konnen, um die Peripherie des Kreises in der Tat ndherungs-
weise auszudriicken, wegen der Quadratwurzel, die gezogen werden midisste,
werden wir aus den ersten Reihen Ausdriicke finden, die der Peripherie P
gleich sind. Es wir aber hervorgehen wie folgt:

14



T 1 1
—§+§—7 5~ 1+€f€

1 1 _ 1
4 33+ + 113+etc.
1+ +52+ + +112+etc.
3 % 1+ +54+ + + 14+etc.
1= 33+53 73+93 113+etc.
16 1- 5+———+95 5+etc.

5 i L h e

:25*1+ +56+76+ +116+etc.

8 1—7+———+ 115+etc.

1 1
192, 1 37+57 77+9—7—11—7+etc.

61 1, 1
1+36+56+7 +96+116 +etc.
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